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Àííîòàöèÿ
Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãîîáðàçèå ñ ëèíåé-
íîé ñâÿçíîñòüþ äîïóñêàëî ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå òèïà pi1 â ñìûñëå Í.Ñ. Ñè-
íþêîâà íà îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå òèïà pi1 , îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèì-
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðîñòðàíñòâî àèííîé ñâÿçíîñòè.
Ââåäåíèå
Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé òè-
ïà π1 ïðîñòðàíñòâ àèííîé ñâÿçíîñòè íà îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà àèííîé ñâÿçíîñòè.
Ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ àèííîé ñâÿçíîñòè ââåë â ðàñ-
ñìîòðåíèå Í.Ñ. Ñèíþêîâ, êîòîðûé âûäåëèë òðè òèïà òàêèõ îòîáðàæåíèé: π1 , π2
è π3 (ñì. [1℄). Â ðàáîòå [2℄ äîêàçàíî, ÷òî äðóãèõ òèïîâ ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîá-
ðàæåíèé íå ñóùåñòâóåò.
Â ðàáîòå [1℄ ðàññìàòðèâàëèñü ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ òèïà π1 ïðî-
ñòðàíñòâ àèííîé ñâÿçíîñòè An íà ðèìàíîâû ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íàéäåíû îñíîâíûå óðàâíåíèÿ â âèäå çàìêíóòîé ñèñòåìû òè-
ïà Êîøè â êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòè ðåçóëüòàòû áûë îáîáùåíû â ðàáîòå [3℄
íà ñëó÷àé, êîãäà An îòîáðàæàåòñÿ íà ðèìàíîâî (èëè, ÷òî îñîáî íå îãîâàðèâàåì,
ïñåâäî-ðèìàíîâî) ïðîñòðàíñòâî.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå óêàçàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñëó-
÷àÿ êàíîíè÷åñêèõ ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé òèïà π1 ïðîñòðàíñòâ àèí-
íîé ñâÿçíîñòè íà îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà àèííîé ñâÿç-
íîñòè.
1. Ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ òèïà π1
Ïîíÿòèå ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé èñïîëüçîâàëîñü Â.Ì. ×åðíûøåí-
êî [4℄. Òàêîå æå ïîíÿòèå (íî â äðóãîì ñìûñëå) áûëî ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå è
èçó÷àëîñü Í.Ñ. Ñèíþêîâûì [1, 5, 6℄.
Ïóñòü An è A¯n  ïðîñòðàíñòâà àèííîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ, ðàçìåðíîñòü
êîòîðûõ n > 2 .
Îïðåäåëåíèå 1 [1, 5, 6℄. Äèåîìîðèçì f : An → A¯n íàçûâàåòñÿ ïî÷òè
ãåîäåçè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, åñëè êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ ïðîñòðàíñòâà An
ïåðåõîäèò â ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêóþ ëèíèþ ïðîñòðàíñòâà A¯n .
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Ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ òèïà π1 â îáùåé ïî îòíîøåíèþ ê îòîáðàæå-
íèþ ñèñòåìå êîîðäèíàò {xi} õàðàêòåðèçóþòñÿ óðàâíåíèÿìè













ij(x)  òåíçîð äåîðìàöèè îáúåêòîâ ñâÿçíîñòåé Γ¯
h
ij(x) è
Γhij(x) ïðîñòðàíñòâ An è A¯n ñîîòâåòñòâåííî, δ
h
k  ñèìâîë Êðîíåêåðà, aij è bi 
íåêîòîðûå òåíçîðû.
Çàïÿòîé çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî îòíîøåíèþ ê
ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà An .
Í.Ñ. Ñèíþêîâûì áûëè âûäåëåíû êàíîíè÷åñêèå ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæå-
íèÿ, êîòîðûå îí îáîçíà÷èë ÷åðåç π˜1 . Ýòè îòîáðàæåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ íóëåâûì
òåíçîðîì bi . Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèÿ òèïà π˜1 õàðàêòåðèçóþòñÿ óðàâíåíèÿìè







Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå òèïà π1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçè-
öèè îòîáðàæåíèÿ òèïà π˜1 è íåêîòîðîãî ãåîäåçè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ.
2. è÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå è îáîáùåííî
ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
è÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâî àèííîé
ñâÿçíîñòè A¯n , â êîòîðîì òåíçîð è÷÷è àáñîëþòíî ïàðàëëåëåí (òî åñòü îí êîâà-
ðèàíòíî ïîñòîÿíåí):
R¯ij;k = 0,
ãäå  ;  îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî îòíîøåíèþ ê ñâÿçíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà A¯n .
Â [1℄ äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé π˜1 ïðîñòðàíñòâà àèííîé
ñâÿçíîñòè An íà ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå (ïñåâäî-) ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà A¯n , ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Êî-
øè â êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ (áîëåå äåòàëüíî ýòî îáúÿñíÿåòñÿ â ìîíîãðàèè
[1, ñ. 3435℄). Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî âñåõ ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ
ïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûå äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå òèïà π˜1 çàäàííîå ïðîñòðàíñòâî
àèííîé ñâÿçíîñòè An , çàâèñèò îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ.
Â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëüòàò ìû îáîáùàåì íà ñëó÷àé îáîáùåííî ðè÷÷è-
ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ àèííîé ñâÿçíîñòè.
Îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì A¯n íàçûâàåì ïðîñòðàí-
ñòâî àèííîé ñâÿçíîñòè, â êîòîðîì òåíçîð è÷÷è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
R¯ij;k + R¯ik;j = 0. (3)
Åñëè òåíçîð è÷÷è ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), òî îí
àáñîëþòíî ïàðàëëåëüíûé, òî åñòü R¯ij;k = 0 , è, òàêèì îáðàçîì, A¯n åñòü ðè÷÷è-
ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
3. Ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ òèïà π˜1
íà îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü An è A¯n  n-ìåðíûå ïðîñòðàíñòâà àèííîé ñâÿçíîñòè. Äèåîìîð-
èçì f : An → A¯n áóäåò êàíîíè÷åñêèì ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì òè-
ïà π˜1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â îáùåé ïî îòíîøåíèþ ê îòîáðàæåíèþ ñèñòåìå
êîîðäèíàò âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ [1, 6℄:
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ijk  òåíçîðû êðè-
âèçíû ïðîñòðàíñòâ An è A¯n ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîîòíîøåíèå (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé â êîâàðèàòíûõ
ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óíêöèé P hij â An .































Ïåðåõîäèì îò R¯hijk,l ê R¯
h



















































Çäåñü ñèìâîë |α| îáîçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñ α íå ó÷àñòâóåò â öèêëè÷åñêîì ñóììèðî-










Ñâåðòûâàÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïî èíäåêñàì h è k , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå äëÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ òåíçîðà è÷÷è ïðîñòðàíñòâà A¯n :
R¯iℓ;j + R¯jℓ;i = (n+ 1)aij,ℓ − aℓ(i,j) +Θ
α
ijαℓ. (6)
Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî A¯n ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî
ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîýòîìó òåíçîð è÷÷è ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3). Òîãäà (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
(n+ 1)aij,ℓ − aℓi,j − aℓj,i = −Θ
α
ijαℓ. (7)
Èç óðàâíåíèé (7) â ñèëó (3) ïîëó÷èì:







Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâà óðàâíåíèå (7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå








Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (5) êîâàðèàíòíî ïðîäèåðåíöèðóåì â ïðîñòðàíñòâå A¯n
è â ïðàâîé ÷àñòè ïåðåéäåì îò êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â A¯n ê êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé â An . Ïðèìåíèâ òîæäåñòâà è÷÷è äëÿ âòîðûõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèç-
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ãäå





















































































































































































































































Â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (13) ïåðåéäåì îò êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â A¯n ê êî-



































































































































è ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî çàïèøåì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ

















Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè (15) ìîæíî çàìåíèòü âòîðûå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîä-
íûå òåíçîðà aij , èñïîëüçóÿ (8).
Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî óðàâíåíèÿ (4), (8), (14) è (15) äëÿ óíêöèé




ijkm(x) â ïðîñòðàíñòâå An îáðàçóþò ñèñòåìó äèå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà Êîøè. Óêàçàííûå âû-
øå óíêöèè äîëæíû òàêæå óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì óñëî-
âèÿì:
P hij(x) = P
h
ji(x), aij(x) = aji(x),
R¯hi(jk)(x) = R¯
h







Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî àèííîé ñâÿçíîñòè An äîïóñ-
êàëî êàíîíè÷åñêîå ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå òèïà π1 íà îáîáùåííûå
ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà A¯n , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â
íåì ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå ñìåøàííîé ñèñòåìû òèïà Êîøè (4) , (8) , (14) , (15) ,





Òåîðåìà 1 îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå Í.Ñ. Ñèíþêîâûì [6℄.
Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èì
Ïðåäëîæåíèå 1. Ñåìåéñòâî âñåõ îáîáùåííî ðè÷÷è-ñèììåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ àèííîé ñâÿçíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçîì çàäàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà àèííîé ñâÿçíîñòè An îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé òèïà π˜1 , çàâèñèò
íå áîëåå ÷åì îò
1
6 n(n+ 1)
2 (2n2 − 2n+ 3) ïàðàìåòðîâ.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà MSM 6198959214 ×åøñêîé åñïóá-
ëèêè.
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Summary
V.E. Berezovski, J. Mikes. Almost Geodesi Mappings of Type pi1 onto Generalized Rii-
symmetri Spaes.
We dedue neessary and suient onditions in order that a manifold with linear
onnetion admit an almost geodesi mapping of type pi1 in the sense of N.S. Sinyukov onto a
generalized Rii-symmetri manifold.
Key words: almost geodesi mapping of type pi1 , generalized Rii-symmetri manifold,
anely onneted spae.
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